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Nous dkmontrons des inkgalitCs entre fonctions symitriques, qui gtniralisent une conjecture de 
Sagan. Les spkialisations classiques donnent des risultats de log-concavitk pour des analogues de 
coefficients binbmiaux et de nombres de Stirling. En particulier une conjecture de Leroux est vkrifiie. 
Abstract 
Habsieger, L., Inkgalitks entre fonctions symktriques kltmentaires: applications 9 des problemes de 
log-concavitt, Discrete Mathematics 115 (1993) 167-174. 
We prove inequalities between symmetric functions that generalize a conjecture by Sagan. Classical 
specializations lead to log-concavity results for analogues of the binomial coefficients and Stirling 
numbers. As a special case, a conjecture by Leroux is proved. 
1. Introduction 
On dit qu’une suite de nombres rtels (a ) k oG <,, est unimodale s’il existe un entier k 
rnE{O, . . . . PI} tel que 
UO6&d *..<a,&a,+l>...>a,. (1.1) 
L’entier m ltant en ghkral difficile A localiser, on est amen& A introduire une notion 
plus forte que l’unimodalitk, la log-concavitk La suite de nombres rkels ( ak)Od kg ,, sera 
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log-concave si et settlement si l’une des deux conditions suivantes (tquivalentes pour 
des nombres strictement positifs) est verifiee: 
ak-iak+iGak2 pour l<k,<n-1, (1.2) 
ak-lal+l 6akal pour 1 <k<l<n-1. (1.3) 
Maintenant supposons donne un anneau commutatif unitaire A, muni d’une 
relation d’ordre <A compatible avec ses structures, c’est-a-dire telle que 
Vx,y,=A, (x<<Ay)*(x+z<‘4y+z), 
Vx,y,zEA, (x&y et O<Az)~(xz &yz), 
o<* 1. 
(1.4) 
Les inegalites d&rites dans (Ll), (1.2) et (1.3) ont alors un sens dans (A, &) et on 
definit ainsi les notions de A-unimodalite, A-log-concavite t A-log-concavite forte, en 
utilisant les A-analogues de (l.l), (1.2) et (1.3) respectivement. 11 est a noter que les 
notions de log-concavite et de log-concavitt forte ne sont plus necessairement 
Cquivalentes, et que la A-log-concavite n’entraine plus forcement la A-unimodalite. 
Un exemple courant consiste a prendre A = Z[q] l’anneau des polynomes 
a coefficients entiers en une variable q et a definir <,par: 
f(4) <4g(q) * 9(4)-.f(4)~~cd~ (1.5) 
On verifie sans difficult& que $ est une relation d’ordre qui satisfait aux conditions 
(1.4). De plus la specialisation q = 1 permet de se ramener aux cas usuels d’unimodalite 
et de log-concavitt. Plusieurs auteurs Cl-93 tentent done de trouver des q-analogues 
aux rtsultats classiques d’unimodalite ou de log-concavitt. 
Un autre exemple utile est A = Z [Xl, ou X = { xi, x2, . . .} est un ensemble 
d’indeterminees, ur lequel on d&nit & par: 
On notera que (1.6) est une generalisation aturelle de (1.5). Recemment Sagan [S, 61 
a courageusement developpe des techniques de preuves inductives et injectives, qui 
permettent par exemple de demontrer la X-log-concavite forte des suites 
(ek(X1y . . ..Xd)@O et (hk(X1? . . . . x.)),>~, lorsque la suite (X&O est fortement log- 
concave. Rappelons que l’on d&nit les fonctions symetriques eltmentaires 
ek(X1, . . . , x,) et les fonctions symetriques homogenes /&(X1, .. . , x,) par: 




hk(x 1, . . . ..%I)= c Xi,“‘Xi,. 
l<i,<i,Q.,.<i,<n 
Toutefois diverses sptcialisations des xi posent probleme et Sagan a propose la 
conjecture suivante [7]. 
IntgalitPs entre fonctions symttriques tkmentaires 169 
Conjecture 1. Soit (f.)na 1 une suite d’elements positifs de A tels que fn+ 1 & gfn, pour 
tout entier n > 1 et pour un certain element positif g. Alors Vn > 0 et 12 k 2 0, 
Gl(fi , ...,fn+k-l)el+l(h, . ..&+[+I) 
GAg lek+lek(fi > .. ..fn+der(h. . . ..“L+J. (1.8) 
Une conjecture plus faible a ttt formulte par Leroux [4] et fait intervenir les 
p, q-nombres de Stirling de premiere espece c~,~[ IZ, k], que nous definirons ulterieure- 
ment. 
Conjecture 2. Si n 3 m > 1, alors 
(1.9) 
Le lecteur qui dtsirerait de plus amples renseignements ur ces problemes 
d’unimodalitt aura tout avantage a consulter le memoire de maitrise de de Medicis 
[a], pour obtenir un expose complet des resultats concernant les coefficients bi- 
nbmiaux, les nombres de Stirling et leurs analogues. L’article de Stanley [S] fournit 
une vue d’ensemble des connections entre les problemes d’unimodalite et diverses 
branches des mathematiques, ainsi que de nombreux problemes ouverts. 
Nous nous proposons de prouver ici ces deux conjectures. Tout d’abord nous 
dtmontrerons une liste d’inegalitts entre fonctions symttriques tlementaires qui 
generalisent (1.8). Notre point de depart sera une injection decouverte rtcemment par 
Krattenthaler [3]. Ensuite nous procederons par specialisations pour dtduire de 
multiples resultats sur les coefficients binomiaux, les nombres de Stirling et leurs 
analogues; I’inegalitt (1.9) sera raffinee. 
Avant de debuter les preuves, nous aimerions remercier toute l’equipe de I’UQAM 
et plus specialement Pierre Leroux qui me fut tres sympathique en general et en 
particulier, et Anne de Medicis qui m’a interesse a ce sujet en me choisissant comme 
membre de son jury de maitrise. Nous tenons aussi a exprimer notre gratitude aux 
deux arbitres pour les ameliorations apportees a la version initiale de cet article. 
2. Les rbultats gidzraux 
Dans tout ce paragraphe, A designera un anneau commutatif unitaire muni dune 
relation d’ordre <A qui satisfait les conditions (1.4). 
Nous noterons aussi Pk(n) l’ensemble des parties de (1, . . . . rr} a k elements. Nous 
utiliserons de facon cruciale le resultat suivant, dO a Krattenthaler [3]. 
Lemme. I1 existe une injection q : Pk_ I (a) x P I+l(b)-*Pk(a)xP~(b)q#ivgri~elacon- 
dition suivante: 
V(B,,BZ)EPk-l(a)xP,+,(b), 3h@2 tel que 
(P(B1,Bz)=(B,u(bo-1+k-l), h-{&I). 
(2.1) 
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Dans ce lemme, a, b, 1, k sont des entiers soumis aux restrictions: 
O<k,<l et b+k,<a+l+l. (2.2) 
Dans son article, Krattenthaler suppose que a> b mais un examen attentif de sa 
preuve montre que seule la condition plus faible a + l+ 12 b + k est necessaire. 
Notre premier rtsultat general sera le theoreme suivant. 
ThCodme 1. Soient a, b, 1, k qui vhijient (2.2). On se donne une suite (A),,, 1 d’616ments 
positifs de A tels que 
ViEN, 3giEAy gi>AO: VneN fn+i<Agifn. 
Alors on a 
(2.3) 
Preuve. Si B est un ensemble d’entiers trictement positifs, on definit le poids de B par: 
w(B)= n.&.& (2.5) 
isB 
On etend cette fonction de poids aux paires d’ensembles par la relation 
o(B,,B,)=o(B,)o(B,). D’apres la premiere relation de (1.7) on a le resultat 
classique: 
ek(fi ,...,fn)= c o(B). (2.6) 
BEPk(rl) 
Ainsi le membre de gauche de (2.4) peut &tre interprete comme la fonction generatrice 
de 0 sur f’k_l(a)xPl+,(b). 
Maintenant, pour (B1,BZ)~Pk-l(a)xP,+,(b), on a: 
cJ(&,&)= I-I fx 
isBl j,,~,,,,fi xfbO 
~.4~l+l-kXi~lf;X n _tjxf,,-(,+l-k) 
jsBz-Ibol 
d’apres (2.3). Ici b0 est defini par (2.1) et, d’apres le lemme de Krattenthaler, on a done 
En sommant, on obtient 
c dBl,&)%&+l-k c MB; 9 &I 
(B,,B~)EP~-,(~)~P,+I(~) (B;,B;mw 
&&+1-k c dB;,B;) 
(B’,.&W,(4x J’,(b) 
car les poids consider& sont positifs. En utilisant (2.6), on en conclut que 
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Thborkme 2. Soient k, 1, n des entiers naturels avec 1 Z k. On se donne une suite (fn),,> 1 
d’6ltments positifs de A vCrijent (2.3). Alors on a 
ek-l(h ,...,fn+k-l)e~+l(fi,...,fn+l+l) 
~Agl+l-kek(fi,...,fn+k)el(fi,...,fn+l). (2.7) 
Preuve. Une propritte utile des fonctions symttriques tkmentaires est l’egalitt 
suivante: 
ei+l (x l,..., X,+1)=ei+l(xl,...,x,)+ei(xl,...,x,)x,+l. (2.8) 
Appliquons (2.8) au facteur de droite du membre de gauche MG de (2.7). On obtient 
MG=ek_I(fi,..., fn+k-l)el+l(fi,...,S+~) 
+ek-l(h?as.r fn+k-l)el(fi,...,fn+~)~+~+~. 
Appliquons (2.4) au premier terme (avec a = n + k - 1 et b = n + 1) et (2.3) au facteur 
f n+l + 1 du second terme. On trouve alors 
MG~Agl+l-kek(fi,...,Sn+k-l)e~(~~,...,~+~) 
+gl+l-kfn+kek-l(fi,...,~+k-l)e~(~,...,~+~). 
En utilisant a nouveau (2.8), on obtient: 
MG~:Agl+l-kek(fi,,fn+k)e~(~,...,~+~). 0 
Remarques. (1) Lorsqu’on prend gi =gi, pour un certain Clement positif g, l’intgalitt 
(2.7) donne la Conjecture 1. La conjecture de Sagan est done un cas particulier du 
Theoreme 2. 
(2) Alors que le Thtoreme 1 fait intervenir quatre paramttres a, b, 1, k le Theoreme 
2 n’en utilise que trois, k, 1,~ On peut se demander s’il n’existe pas d’intgalitt 
semblable a (2.7) qui utiliserait quatre parametres. Une rtponse partielle est fournie 
par le theoreme suivant. 
ThitorCme 3. Soient a, b, 1, ke N avec k < 1 et a < b < a + 1 + 1 - k. On se donne une suite 
(.L)n> 1 d’eltments positifs de A qui satisfont la condition (2.3). Alors on a 
ek-l(.h ,...,fn)el+l(fi,...,Sb+l) 
~ASup(gl+l-k,gb-,)ek(fi,...,~+l)el(fi,...,fb), (2.9) 
oti sup ( gr + 1 _ k, gb -0) ddsigne un Cltment de A suphieur ci la fois d g1 + 1 _ k et gb _a. 
Preuve. La demonstration est essentiellement la mCme que celle du Theo&me 2: on 
scinde le membre de gauche en deux. L’un des termes fera apparaitre un facteur 
172 L. Habsieger 
gl+ 1 _k grace au Theoreme 1 et l’autre terme fera apparaitre un facteur q&a grace 
a (2.3). L’inegalite (2.9) s’ensuit aisement. q 
3. Applications 
3.1. Coeficients binbmiaux 
Definissons le q-analogue des entiers naturels par 
Cnlq=+$, pour nEN. 






On vtrifie aisement que 
n 
ek(l,q ,..., qn-1)=qk(k-1)/2 k [I . (3.3) 4 
Prenons done A=Z[q],fj=qj-’ et gi= qi pour utiliser les trois thtoremes du 
paragraphe precedent. Le Theoreme 1 nous permet de demontrer la proposition 
suivante, decouverte par Krattenthaler [3]. 
Proposition 1. Soient a, b, I, k qui o&ijient (2.2). Alors on a: 
[ k:l],[ ,:llqGq[ I],[ :I,- 
(3.4) 
On remarque que le cas a= b donne la q-log-concavite forte des q-coefficients 
binomiaux ([;lq)kaO, deja demontree par Butler [l]. 
De meme le Theorbme 2 nous donne l’intgalitt suivante. 
Proposition 2. Soient k, 1, n des entiers naturels avec 13 k. On a: 
[“:kr’],[ Z1lqG,[ “:“I.[ n:,]q. 
(3.5) 
L’inegalite (3.5) &once en fait la q-log-concavite forte de la suite ([“:k]q)kac. 
Enfin, le Theoreme 3 permet de prouver la propriete suivante. 
Proposition 3. Soient a, b, 1, k qui vdrzjient (2.2). On a alors: 
[ krl],[ ~=:]q~~+l-k~q,,b-~+,l+l-k)[a~l]q[~]q. (3.6) 
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Ces trois propositions font intervenir des q-analogues d’objets classiques. On peut 
enoncer trois inegalites semblables en considerant des p,q-analogues. Les p,q- 
analogues de (3.1) et (3.2) seront: 
inI&,==, (3.7) 




3.2. Nombres de Stirling de premihe espPce 
Les p, q-analogues des nombres de Stirling de premiere espece sont definis (cf. [9]) 
par 
(3.10) 
On a alors 
C,,,[n,k]=e,-,([O],,,,...,[n-l],,,). (3.11) 
On va done prendre A = Z [p, q],fj= [j- l],,, et gi= [i + l],,,, pour milker les 
thtoremes du deuxieme paragraphe. On trouve ainsi les propositions suivantes. 
Proposition 4. Pour O<l<k+l et O<a-k<b--1 on a 
cp,4[a, k+l]c,,,[b,l-11 ~,,,Cb+k-a-1+21,,,c,,,Ca,klc,,,Cb,~l. (3.12) 
Proposition 5. Pour n am>,0 et kE:N, on a 
~,,,C~-l,~l~,,,C~+~,~l~,,,C~-~+21,,,~,,,C~,~l~,,,C~,~l. (3.13) 
Preuves. On remplace (k, 1) par (a-k, b - 1) dans (2.4) et on utilise (3.11) pour obtenir 
(3.12). De meme, en remplaeant (n, k, I) par (k, m- k, n- k) dans (2.7) et en utilisant 
(3.11), on obtient (3.13). cl 
Remarques. (1) Comme [n-m+2],,,~,,,(p+q)“-““, l’intgalite (3.13) entraine 
l’inegalite (1.9) et par consequent la conjecture de Leroux est vraie. 
(2) Le cas n = m et p = 1 a deja et& prouve par de Medicis [3], par injection. 
Le Theoreme 3 s’apphque plus facilement lorsque p = 1 car alors la suite (gi)ia 1 est 
croissante. En changeant (k, I) en (a+ 1 -k, b-l) dans (2.9) et en utilisant (3.11) on 
obtient la proposition suivante. 
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Proposition 6. Pour O<a<b et O<l<k+l, on a 
c,[a,k]c,[b+l,I]<[b-a+k-l+l],c,[a+l,k]c,[b,I]. (3.14) 
Toujours dans le cas p= 1, le Thkorkme 1 a une autre application inttressante, la 
q-log-concaviti: forte de la suite (c,[n, k])odkGn, comme le montre la proposition 
ci-dessous. 
Proposition 7. Pour 0 < k < 1 et nE N on a 
c,[n,k-llc,Cn,1+1]~,c,[n,k]c,[n,Z]. (3.15) 
Preuve. Prenons ici A = Z [ 41, J = [n -j], et gi = 1. G&e A la symttrie des fonctions 
symCtriques tlbmentaires, on a encore c,[n, k] = e,-k(fi,. . . ,f.). 11 suffit alors d’utiliser 
(2.4) avec le choix de param6tres (a, b, k, 1) = ( n,n,n-I,n-k) pour obtenir (3.15). 0 
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